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 الخلاصة 

عوداد الببيعيوة للىووا قةبلوة للت ةمول حيوث عجودمة ججوري الت ةمول التوصل في هذا البحث إلى صيغة لمجموو  اأ تم     
ويعوود السوب   (r+1)سجحصل على صيغة لمجموو  اأعوداد الببيعيوة للىووة  (r)لصيغة مجمو  اأعداد الببيعية للىوة 

قوم مووراد ) وهوو ا بور ر  nبإعوةدة تجيويم الصويغة والتوي  ةجو  ايور قةبلووة للت ةمول عجودمة  ةجو  بد لوة المتغيور ، فوي ذلو 
بووودل  B=n(n+1)أيجوووةد الصووويغة لوووبح   و أصوووبح  قةبلوووة للت ةمووول عجووودمة توووم جعلموووة متسلسووولة قووووا  بد لوووة المتغيووور 

بةلجسبة لصيغ مجمو  اأعداد الببيعية للىوا الفردية  وذل  أصوبح  صويغ مجموو  اأعوداد الببيعيوة للىووا  nالمتغير 
لىووود توصووولجة فوووي هوووذا البحوووث  .nبووودل المتغيووور  B=n(n+1)و  A=2n+1الزوجيوووة قةبلوووة للت ةمووول بد لوووة المتغيووورين  

أيضووةإ إلووى وجووود عيقووة  بووين صوويغ مجمووو  اأعووداد الببيعيووة للىوووا وبووين  وول موون صوويغ مجمووو  اأعووداد الببيعيووة 
 الفردية للىوا وصيغ مجمو  اأعداد الببيعية الزوجية للىوا.

 .تسلسلة القىيم،  مجمىع الاعداد الطبُعُة للقىي -:الكلمات المفتاحية

 

INTEGRATION POWER SUMS OF INTEGER NUMBERS 

FORMULA  

 
Rafid Fayadh Hamdi 

Department of statistics, College of Administration and Economics, University of Al-

Mustansiryah. Baghdad-Iraq 

 
Abstract 

     In this paper we fulfill to the power sums of integer numbers formula capable of 

integration. , in which when we make the Integration for the (r) power sums of integer 

numbers formula we obtain (r+1) power sums of integer numbers formula because we 

rearrangement the formula was writing denoted by single variable n (the greatest number 

we wanted find power sums to it). The formula become able to integrate when power 

series rewrite denoted by variable B=n (n+1) instead of single variable n, for odd power 

sums of integer numbers formula. also the even power sums of integer numbers formula 

become  able to integrate ,if we rewrite it denoted by two variables A=2n+1 & B=n(n+1) 

allowance single variable n. farther more in this paper we advance to locate the 

relationship between power sums of integer  numbers formula, and each of power sums 

of odd integer numbers formula  and power sums of even integer numbers formula. 

Keywords:- sums of integer numbers, Numbers Formula 
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المقدمة – 1  

سووون جتجووةول فووي هووذا البحووث بريىووة  لت ةموول صوويغة مجمووو       
اأعووداد الببيعيووة  للىوووا موون ةوويل أعووةدة تجيوويم الصوويغة التىليديووة 
 nلمجموووو  اأعوووداد الببيعيوووة للىووووا والتوووي تعووورن بد لوووة المتغيووور 

وهووووووذيغ الصوووووويغة ايوووووور قةبلووووووة للت ةموووووول  وجعلمووووووة بد لووووووة المتغيوووووور 
B=n(n+1)   اأعووووووداد الببيعيووووووة للىوووووووا الفرديووووووة  لصوووووويغ مجمووووووو

لصووووووويغ مجموووووووو   A=2n+1و  B=n(n+1)وبد لوووووووة المتغيووووووورين 
اأعداد الببيعية للىوا الزوجية وعجودهة سوون تصوبل الصويغ قةبلوة 

فوووي هوووذيغ الفىووورة سجسوووتعرث جموووود البوووةح ين فوووي هوووذا  للت ةمووول.
الموضو  وحس  التسلسل الزمجي. ومن المشمود للعر  والمسلمين 

لعلمووي مجووذ العصوور البووةبلي وصووو إ إلووى الىوورن الرابوو  عشوور تىوودممم ا
الموووييدي حيوووث توصووولوا إلوووى مجموووو  مربعوووة  وم عبوووة  اأعوووداد 
الببيعيووة فلىووود توصووول السووومو ل أبووون يةهووة أبووون يموووودا المغربوووي ولووود 

من أبووين يمووديين  وم اعتجوس ا سويم   ( 1180 – 1125 )ببغداد 
وضووو  دالوووة ذي الحووودين  فوووي العىووود الرابووو  مووون عموووريح وهوووو أول مووون

ولموذيغ المعوةمي  دور مموم   [1] ومعةميتمة والتي تعرن بوةلتوافيس
فوووي إيجوووةد صوووويغة مجموووو  اأعوووداد الببيعيووووة للىووووا وقووود ا تشوووون 

فىد وجد بونن مجموو    Pascalالسمو ل م لث ويعرن اليوم بم لث 
مووو يإ   k+1 ووول معوووةملين متتوووةليين يسوووةوي معةمووول بحجوووم مجتمووو  

   mسووووحب  مجووووبح عيجووووة بوووودون إرجووووة  بحجووووم   kجووووم  للمجتموووو  بح
 m+1فنن مجمو  هذيغ التوافيس يسةوي توافيس  m+1وأةرا بحجم 

 12التي تسوةوي  kواستبة  إ بة  هذيغ العيقة لحد قيم  k+1من  
فوي  Pascalأو أقل و مة سوجبين فوي الجةجو  الجيوري أهميوة م لوث 

د وحجود فووي  تووة  لىوو أيجوةد صوويغة مجموو  اأعووداد الببيعيوة للىوووا.
لمؤلفوبح اةيوث الودين جمشويد ال ةشوي  ( 1303 )مفتةح الحسة  في 

صيغة مجمو  اأعداد الببيعيوة للىووة الرابعوة بة ضوةفة إلوى بريىوة 
لجموو  معووةمي  دالووة ذي الحوودين عجوودمة حجووم العيجووة  ةبوو  وحجووم 
المجتمووو  يوووزداد بوحووودة واحووودة فوووي  ووول مووورة و لموووذيغ البريىوووة أهميوووة 

 [2] لوصول إلى صيغة مجمو  اأعداد الببيعية للىوا.بةلغة في ا

مون التوصول  Johannes Faulhaber    (1580–1635)تم ن 
ول ون   17إلى صويغ لمجموو  اأعوداد الببيعيوة  للىووا ولحود الىووة 

البريىووة تتسووم بةلتعىيوود حيووث اشووتىةقةتمة بويلووة وايوور قةبلووة للتعموويم 
ةلبحووث عوون بوورس أسوومل لىووا أعلووى ممووة دفوو  الاةوورين ليسوتمرار ب

 [3]وقةبلة للتعميم على جمي  الىوا. 

م وووة   Ismael Boulliau ( 1605 – 1694 )فلىوود  توو  
الصووفحة   يجووةد صوويغة مجمووو  اأعووداد الببيعيووة للىوووة الةةمسووة 

 Johannesوالسةدسووة  وفوووي جوفووووس الفتوورة يموووور  مسوووةهمة  لووو 

Remmelin   وNicolaus Mercator  .[3] في هذا المجةل 

بعمل هؤ ء ال ي ة مموة سوةعديح فوي التوصول  Bernoulliوقد تن ر 
إلى أفضل صيغة عةمة في حيجمة لمجمو  اأعوداد الببيعيوة للىووا 
حيث وض  أرقةم تعرن بةسومبح  وةن لموة دور أسةسوي فوي عودد مون 
الصيغ ومجمة صويغة مجموو  اأعوداد   و علوى الورام مون معةصورة 

Jakob I Bernoulli   لوBlaise Pascal  ( 1623 – 1662 ) 

لوم يموتم بجمووديح   Bernoulliأ  أن  Pascalوالمعورون بم لوث  
أو يتوووون ر بنف ووووةريح.  وموووون الجوووودير بةلووووذ ر أن اأسوووومةء ال ي ووووة لوووووو 

Bernoulli  وهووويJakob I Bernoulli   أوJacob I 

Bernoulli  أوJames Bernoulli   تعوود لوجفس الشوةه وهوو
 وجيحي أسم  ( 1705 – 1654 )ي سويسرا ف  Baselمن مواليد 

Bernoulli   فوووي   يووور مووون المصوووةدر العلميوووة المتجوعوووة ويعوووود
والمعوووروفين فوووي   Jakob I Bernoulliالسووب  ل  ووورة أقووةر  

 Johannes Iمجوووة   علميووووة متعووووددة وموووون أشوووومرهم أةوووووي 

Bernoulli   (1667–1748)  وأبن أةوويDaniel Johannes 

I Bernoulli  ( 1700 – 1795 )  
– Nicolus Bernoulli  ( 1687و أبوون أةتووبح أو أبوون أةووويح 

وأربعوووووة  ةووووورين يجتموووووون لوووووجفس العة لوووووة أي مووووون أقوووووةر   ( 1795 
Bernoulli.[1] 

 Leanhard Eulerي ر السوووي  Bernoulliوموون أبجووةء مديجووة  
الذي استبة  وض  م لوث علوى اورار م لوث   ( 1783 – 1707 )

Pascal  هذا الم لث أوجد صيغة لمجمو  اأعوداد  و اعتمةداإ على
الببيعيوووة للىووووا.  وووذل  تم ووون مووون أيجوووةد صووويغة لمجموووو  مىلوووو  

  Harmonic Numbers   اأعووووداد الببيعيووووة للىوووووا وتعوووورن بوووووو
وتزداد الصويغة دقوةإ بةزديوةد عودد الحودود الموراد جمعموة وتعتمود هوذيغ 

 Bernoulli.[4]الصيغة على أرقةم 

 James Stirlingوض  ا س تلجدي  Eulerوعلى ارار صيغة 
صيغة أةرا لمجمو  اأعداد الببيعية للىوا  ( 1770 – 1692 )

  Stirlingتعتمد على أرقةم تعرن بةسمبح وتسمى بةلتحديد ) أرقةم 
 من الجو  ال ةجي

 k – block partition  .) .[1]أو  

تىجيوة  Leopold Kronecker  ( 1823 – 1891 )لىود أسوتةدم 
تموةداإ علوى أرقوةم تنةوذ الىويم أموة صوفر أو واحود وتعورن بووو أةرا اع
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Kronecker delta    حيووث وضو  معووةد   فووي برفمووة اأيموون
وفي البرن اأيسر متسلسلة  Kronecker delta  أرقةم تعرن بوو

وهووو أ بوور رقووم مووراد أيجووةد مجمووو  اأعووداد  nقوووا بد لووة المتغيوور 
المعووةد   سوون جحصوول وبحوول تلو  n الببيعيوة للىووا لحوود الورقم 

علوووى معوووةمي  صووويغة مجموووو  اأعوووداد الببيعيوووة للىووووا وبد لووووة 
والذي عرفجةيح سةبىةإ ومن المعرون يوجد عدة برس لحول  nالمتغير 

 [3] تل  المعةد  .

في الىرجين التةس  عشر والعشرين يمور العديود مون البوةح ين الوذين 
اد فووووي وضوووو  أو وضووووعوا صوووويغ لحسووووة  مجمووووو  اأعووووود اسووووةهمو 

الببيعيوووة للىووووا مجموووة قةبووول للتببيوووس يووودويةإ ومجموووة موووة يم ووون تببىوووبح 
 Bernhardبةسوتةدام برجووةمص قصووير علوى الحةسووبة وموون أبورزهم 

Riemann ( 1826 – 1866 )  والووووذي بوووووور دالوووووة
Zeta function  وعرفوووووو  الدالوووووووة بةسوووووومبRiemann 

Zeta function    وقوود سوةهم  فوي التوصوول إلوى صويغة لمجمووو
 Adolf Hurwitzالببيعيوووووة للىووووووا بعووووود أن بورهوووووة اأعوووووداد 

ويوجد ال  ير من اأسمةء ويىةبلموة ال  يور مون  ( 1919 – 1859 )
 الصيغ التي تةه هذا الموضو .

يتونلن البحوث بة ضوةفة إلوى هوذيغ المىدموة مون هودن البحوث والووذي 
سوووون جوضوووحبح فوووي الفىووورة التةليوووة  وووم يليوووب الجةجووو  الجيوووري وفيوووبغ 

غ مجمووو  اأعووداد الببيعيووة للىوووا التووي وضووعمة توضوويل أهووم صووي
البووةح ون السووةبىون المشووةر ألوويمم أعوويي  ووذل  الصوويغ التووي توصوول 
إليمووووووة البةحووووووث وموووووون  ووووووم الجةجوووووو  التببيىووووووي وفيووووووبغ تووووووم اسووووووتةدام 
المصووفوفة  لحسووة  قوويم معووةمي  الصوويغ  ووم ا سووتجتةجة  وأةيووراإ 

لبحوووث يحتويوووةن علوووى معوووةمي  صووويغ ا ناللوووذا) 2  1,لالجووودو (
 وللىوا الفردية والزوجية على التوالي.

   The goal of researchهدف البحث  – 2

لمجموو  اأعوداد الببيعيوة للىووا جىبوة   Faulhaberتعتبز صيُةة 
ا جبيس لجمي  الصيغ التةلية لمة حيث بيجو  وجوود صويغ مةتلفوة 

 للىوا الفرية وأةرا للىوا الزوجية وفيمة يلي تل  الصيغ. 
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 وفي أدجةي غ الصيغة الةةصة بةلىوا الفردية ومن السمولة

  .عدد فزدs + 1ٌ 2معزفة 

 2هىلة معزفة ـأدواه الصُةة خاصة بالقىي الشوجُة ومه السفٍ  و

s  ٍعدد سوج.  
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علووى اشووتىةقة    aj , bjأ  أجووبح أعتموود فووي اسووتةرالا المعووةمي  
مبولووووة وايوووور قةبلووووة للتعموووويم حيووووث اسووووتبة  التوصوووول إلووووى تلوووو  

بيجمووة صوويغة البحووث والتووي تعتبوور   [3]. 17المعووةمي  لحوود الىوووة 
تتسووم بىةبليتمووة علووى التعموويم أي قوووة   Faulhaberامتووداد لجمووود 

وذل  لتوصل البةحث إلى صويغة عةموة تنةوذ البعود المجدسوي بجيور 
ترتيوو  تلوو  اأعووداد بنشوو ةل هجدسووية مجسوومة ممووة ا عتبووةر وذلوو  ب

سوووةعد علوووى وضووو  صووويغة ريةضوووية شوووةملة لجميووو  تلووو  اأشووو ةل 
وتمتوووةز بىةبليتموووة علوووى الت ةمووول بحيوووث عجووود أجوووراء الت ةمووول للصووويغ 

جحصووول علوووى  rالةةصوووة بمجموووو  اأعوووداد الببيعيوووة للىووووة الفرديوووة 
س والع ووووو r+1صووووويغة مجموووووو  اأعوووووداد الببيعيوووووة للىووووووة الزوجيوووووة 

 بةلع س.
اأولوى   Faulhaberحيث تم وض  صيغتةن علوى اورار صويغتي 

وفوي أدجوةي الشو ل العوةم لصويغة   Bللىووا الفرديوة و بد لوة المتغيور
 مجمو  اأعداد الببيعية للىوا الفردية حس  صيغة البحث.
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 m0و  q = (r+1)/2و  nهوووي الىووووة وا بووور عووودد هوووو  rحيوووث 
 B=n(n+1)و   rمعةموول المىووةم وتةتلوون قيمتوووبح بووةةتين الىوووة 

ت وووون سوووةلبة وه وووذا  m2ت وووون موجبوووة و أشوووةرة  m1ودا موووةإ أشوووةرة 
 يبين قيم المعةمي . 1)الجدول (بةلتجةو  و

وفووي  Bو  Aو ال ةجيووة للىوووا الزوجيووة وبد لووة  وول موون المتغيوورين  
اأعوداد الببيعيوة للىووا الزوجيوة   أدجةي الشو ل العوةم لصويغة مجموو 

 حس  صيغة البحث. 
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معةموول  m0و  q = r/2و  nهووي الىوووة وا بوور عوودد هووو  rحيووث 
 B=n(n+1)و   rالمىووووووةم وتةتلوووووون قيمتووووووبح بووووووةةتين الىوووووووة 
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ت ووون  m2ت ووون موجبووة و أشووةرة  m1ودا مووةإ أشووةرة   A=2n+1و
 يبين قيم المعةمي . 2بة وه ذا بةلتجةو  والجدول رقم سةل

المووودن مووون البحوووث هوووو إيجوووةد صووويغة لمجموووو  اأعوووداد الببيعيوووة 
للىووووا قةبلوووة للت ةمووول و  موووة فوووي صووويغتي البحوووث ل ووول مووون الىووووا 
الفرديووة والىوووا الزوجيووة المشووةر أليممووة أعوويي  واللتووةن لممووة الىةبلووة 

اليحىوة   وذل  أيجوةد المشوتىة  على الت ةمل  مة سجبين في الفىورا 
ل وول موون صوويغة مجمووو  اأعووداد الببيعيووة للىوووا الفرديووة و صوويغة 

 مجمو  اأعداد الببيعية للىوا الزوجية .
 ووذل  يموودن البحووث إلووى أيجووةد صوويغ أةوورا قةبلووة للت ةموول وأيضووة 
بة م ووووةن إيجووووةد المشووووتىة لتلوووو  الصوووويغ   صوووويغ مجمووووو  اأعووووداد 

الزوجية ولصويغ مجموو  اأعوداد الببيعيوة  الببيعية الزوجية  للىوا
الفرديووة للىوووا الزوجيووة ولصوويغ مجمووو  اأعووداد الببيعيووة الزوجيووة 
للىوووووا الفرديووووة ولصوووويغ مجمووووو  اأعووووداد الببيعيووووة الفرديووووة للىوووووا 

 الفردية.

 

 The Theoretical pane يالجانب النظر  -3

ىووا لىد يمر  برس أةورا لصويغ مجموو  اأعوداد الببيعيوة لل     
 Bernoulliومجمووة بريىووة  Faulhaberوذلوو  لصووعوبة اشووتىةقة  
حيوووث أن jBويرمووز لمووة بوووو  Bernoulliوالتووي تعتموود علووى أرقووةم 

10 B :وبىية اأرقةم يم ن استةراجمة من الصيغة التةلية 







n

j
j

n

j
nBC

0

1
10   

تعتموود علووى  2Bو قيمووة  0Bتعتموود علووى  1Bوجيحووي أن قيمووة  
تعتموود علووى jBوه ووذا فوونن  وول قيمووة موون قوويم   1Bو  0Bقيمتووي 
م وضو  التي سبىتمة و عن بريوس تلو  اأرقوةم تو Bernoulliأرقةم 

 متسلسلة الىوا وصيغتمة:

 

 

علوى الشو ل   Bernoulliوبعد التبسويب تصوبل متسلسولة الىووا لووووو 
 التةلي

 
 

تعجوي  kBإلى الىوة و  mحيث تشير الوو  0Bk  أي عجودمةx 

   xومن الفورس بوين المتسلسولتين ) مشوتىة الصويغة بةلجسوبة لوو  0 =
 على الصيغة التةلية:  جحصل

 
 

 

جحصل على الصيغة  nإلى  1من  xعجد إدةةل المجمو  لىيم 
 التةلية 

 
 

هو عدد المعةمي   ال بير   Bernoulliمن المنةذ على بريىة 
م  صعوبة التجبؤ بعدد المعةمي  و  قيممة.  mحيث تزداد بزيةدة 

[1]   
ذا الم لوث وهو Pascalم لوث علوى اورار م لوث  Eulerلذل  وضو  

  E(m , n)ويرموز لموة بووو  Eulerهو عبةرة عن أرقةم تدعى بنرقةم 
تعجوي عودد عمليوة    nتعجوي عودد عجةصور المجموعوة و  mحيوث 

المىةرجووة الجةجحووة بووين  وول عووددين متتووةليين داةوول المجموعووة وموون 
  !mيم وون ترتيوو  عجةصوورهة بووو   mالمعلوووم أن المجموعووة بحجووم 
ة سوون ججوري عمليوة مىةرجوة بوين  ول بريىة للترتيو  فوي  ول بريىو

زوجووين متتووةليين موون عجةصوور المجموعووة فووإذا  ووةن الترتيوو  متزايوود 
  nتعجوووي المىةرجوووة جةجحوووة وبةلتوووةلي يم ووون معرفوووة  وووم ترتيووو  فيوووبغ 

وهذا يعجوي  E(m , n )ترتي  ويرمز لمة بو   !mمىةرجة جةجحة في 
 , k = 0 ,1 , 2فيموة  mلمجموعة بحجم  Eulerأن مجمو  أرقةم 

… , n-1  موون المىةرجووة  الجةجحووة تسووةويm!  مووة فووي الصوويغة 
 التةلية:

1!),(
1

0






mmkmE
n

k

 

علوووى اووورار العيقوووة بوووين  Euler وووذل  العيقوووة التةليوووة بوووين أرقوووةم 
  Euler مة ويم ن الحصوول علوى أرقوةم  .Pascalم وجة  م لث 

 من ةيل الصيغة التةلية:

    111),(
0

1





mjnnmE

n
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j
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الةةصووة  Eulerيغ الصوويغة والتووي تعتبوور المفتووةح لصوويغة و موون هووذ
 بمجمو  اأعداد الببيعية للىوا.
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جسوووتبي  الوصوووول إلوووى الصووويغة الجمة يوووة التةليوووة لمجموووو  اأعوووداد 
 [1]الببيعية للىوا. 
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أن يضوو  صوويغة تم وون موون ةيلمووة الوصووول  Eulerلىوود اسووتبة  
 وهذيغ هي الصيغة. Eulerبد لة أرقةم  Bernoulliإلى أرقةم 
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أن يض  صيغة تم ن من ةيلمة  الوصول  Euler ذل  استبة  
 S(m , nوالتي سجتجةولمة  حىةإ ويرمز لموة بوو  Stirlingإلى أرقةم 

 وهذيغ هي الصيغة Eulerبد لة أرقةم  (

 

  1),(
!

1
,

1

0

 





mnmkmE
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ومووون الجووودير بة شوووةرة هجوووة إلووووى الصووويغة التةليوووة لمجموووو  مىلووووو  
 harmonicوتسووووومى   Eulerاأعوووووداد الببيعيوووووة للىووووووا  لووووووو 

function   و أحيةجووةإ تسوومىZeta function   وقوود  ووةن لمووذيغ
الصوويغة أهميووة  بيوورة فووي التوصوول موون ةيلمووة إلووى صوويغة مجمووو  

و  nتووزداد دقووةإ بزيووةدة ا عووداد الببيعيووة للىوووا علمووةإ بوونن الصوويغة 
B n2 هو رقمBernoulli. [4] 

 

 

 

 

 

حيوث وضو  أيضوةإ  Eulerمىوةر  لعمول   Stirlingلىد  وةن عمول 
مون   Stirlingويحتوي علوى أرقوةم   Stirlingم لث يعرن بم لث 

   S(m , n)ويرموز  لموة بوو  k – block partitionالجو  ال ةجي أو 
   nعجصوور وتووم تىسوويممة إلووى  mوعووة م وجووة موون فووإذا  ةجوو  مجم

مجموعووة  nمجموعووة ايوور ةةليووة فوونن عوودد البوورس المم جووة لت وووين 
و  Eulerوعلوى اورار م ل وي    S(m , n)عجصور هوي   mمون 

Pascal   توصووولStirling    إلوووى العيقووة التةليووة بووين م وجوووة
 م ل بح.

 

2),()1,(),1(  nmnmSnnmSnmS
 

ة التةليووووة والتووووي  ةجوووو  المفتووووةح العيقوووو  Stirlingوقوووود وضوووو   
 اأسةسي لصيغة مجمو  اأعداد الببيعية للىوا.
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و مووووون  kمووووون  Permutation rحيوووووث أن  عبوووووةرة عووووون تبةديووووول  
 الصيغة أعيي جحصل على الصيغة التةلية:  
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 , C( r وبىل  الصيغة أعويي جحصول علوى الصويغة التةليوة  حيوث

t)  عبةرة عن توافيسCombination t  منr 
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ومن المم ن التعبيور عون الصويغة أعويي بد لوة المصوفوفة  و موة  
 يلي

 
 

والتووي   Pascalالمصووفوفة علووى جمووة اليسووةر هووي مع وووس م لووث 
tعلى جمة اليمين هي 

m علوى قويم  وبضر  المصوفوفتين سجحصول
a mr  وهووذيغ الىوويم موجووودة فووي العمووودm  موون المصووفوفة الجةتجووة

aأي  m1  فمي قيمة الصن اأول في العمودm  و  قيمة الصن
 mفوي العموود  mوه وذا وصوو إ إلوى الصون  mال ةجي فوي العموود 

و  اأعووداد ومون الصوويغ أعوويي  جحصوول علووى الصوويغة التةليووة لمجموو
 [2]من الجو  ال ةجي.  Stirlingالببيعية  للىوا بد لة أرقةم 
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 1,...,3,2,1  nnBnk

والتوي تنةوذ   deltaمجحى أةر بوضعبغ الووو   Kroneckerلىد أةذ 
الىيموة أموة صوفر أو واحوود ويرموز لموة mk

mkفعجودمة  ت ووون  
mkأذاالىيمة صفر و    تنةذ الىيمة واحد وبد لة الوdelta  تم ن

 .من وض  الصيغة التةلية لمجمو  اأعداد الببيعية للىوا
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Bو كمييا فييٍ الصييُب السييابقة  km 1  رقييBernoulli  وَعتبييز

ة لان مجمىعهييا الجييشا التييالٍ مييه الداليية عبييارا عييه داليية ا تمالُيي

 .َساوٌ وا د

 

 

و موون  ووم بووور  الصوويغة أعوويي لمجمووو  اأعووداد الببيعيووة للىوووا 
لتصووبل الصوويغة الجةتجووة   Hurwitzوتوويي  Riemannموون قبوول 

 على الش ل التةلي:
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مون وضو  متسلسولة الىووا التةليوة  Schultz  ( 1980 )اسوتبة   
 عداد الببيعية للىوا.   ش ل عةم لصيغة مجمو  اأ
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cccو  سووووووووتةرالا المعووووووووةمي   mm 11
,...,,

 
معةدلووووووة فووووووي برفمووووووة اأيموووووون أرقووووووةم توووووودعى  m+1يجوووووو  وضوووووو  

Kronecker delta  وفووووي البوووورن اأيسوووور المجمووووو  للتوافيووووس
 مضرو  بةلمعةمي  و على الصورة التةلية:
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جوود حوول تلوو  المعووةد   و بووني بريىووة موون البوورس المةتلفووة لحوول ع
المعووووووووووووووةد   يم وووووووووووووون الحصووووووووووووووول علووووووووووووووى قوووووووووووووويم المعووووووووووووووةمي  

ccc mm 11
,...,,

 وبةلجتيجوووووووة الحصوووووووول علوووووووى

والتي هي صويغة مجموو   m+1و للىوة  nمتسلسلة الىوا للأسةس 
 m .[4]اأعداد الببيعية للىوة 

جووووةد مجمووووو  اأعووووداد فووووي مووووة سووووبس استعرضووووجة أشوووومر البوووورس  ي
الببيعيووة للىوووا و موون الميحووي بعوودهة عوون الجةجوو  المجدسووي موون 
جمة و تتبل  أمة وجود جوداول تحتووا علوى أرقوةم معودة مسوبىةإ أو 
بريىووة لحوول المعووةد    سووتةرالا المعووةمي  أو عمليووة  حسووةبية 
معىوودة موون جمووة  أةوورا . أمووة البريىووة المسووتةدمة فووي هووذا البحووث 

تي  م عبة  بش ل هجدسي معوين تم ون مون ةيلموة فتعتمد على تر 
البةحوووث مووون الوصوووول إلوووى قوووةجون عوووةم يجببوووس علوووى جميووو  الىووووا 

 أدجةي.  1الفردية و مة مبين في الصيغة رقم 
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و من الميحي  أن  صيغة مجموو  اأعوداد الببيعيوة للىووة الفرديوة 

r  تتنلن من
2

1r  معةمل في البسب بة ضةفة إلى معةمل المىةم

 B = n (nوالصيغة عبوةرة عون متسلسولة قووا ي وون فيموة المتغيور 

وي ووووون مرفووووو  للىوووووة    (1+
2

1r  المعةموووول اأول  مووووm1
 

ومرفوووو  للىووووة 
2

1r  مووو  المعةمووول ال وووةجيm2
و ه وووذا وصوووو إ   

 .2إلى أةر معةمل والذي يحمل الىوة 
أمة الصيغة الةوةه بوةلىوا الزوجيوة و التوي توصول أليموة  البةحوث 

 أدجةي. 2والموضحة في الصيغة رقم 
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 112,...,3,2,1  nnBnAnk 
وجُية الش و مه الملا ظ  أن  صُةة مجمىع الأعداد الطبُعُة للقىا

r  تتألف مه
2

r
 و المقيا  معامي فيٍ البسيب باافيافة  ليً  معامي  

 A=2n+1الصُةة عبارا عه متسلسلة قىي َكىن فُهيا المتةُيزَه 

مزفييىع للقييىا  Bوَكييىن المتةُييز  B = n (n + 1)و 
2

r
ميي   
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m1المعاميي  الأو  
قييىا ومزفييىع لل 

2

2r
ميي  المعاميي  ال يياوٍ  

m2
. فيٍ 1و هكذا وصىلاً   لً أخز معامي  واليذٌ َلمي  القيىا  

 2و  1قييُ  المعيياملالا لكييلا الصييُةتُه رقيي   2و  1الجييدولُه رقيي  

 وعلً التىالٍ.

و الةةصووة بإيجووةد مجمووو   2و رقووم  1تمتووةز صوويغتي البحووث رقووم 
لببيعيووة للىوووا الفرديووة و مجمووو  اأعووداد الببيعيووة للىوووا اأعووداد ا

الزوجيوووة علوووى التووووالي بىةبليتموووة علوووى الت ةمووول حيوووث يم ووون أجوووراء 
للحصوول  rالت ةمول لصويغة مجموو  اأعوداد الببيعيوة للىووة الفرديوة 

حيوث يوتم  r+1على صيغة مجمو  اأعداد الببيعية للىووة الزوجيوة 
علوووى حووودة و  1الصووويغة رقوووم  أجوووراء الت ةمووول ل ووول حووود مووون حووودود

 أدجةي. 3حس  مة مبين في الصيغة رقم 
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m0علمةإ بةن 
و  rمعةمل المىةم للصيغة الةةصة بوةلىوة الفرديوة   

Bمووون  وووم جضووور  جوووةتص الت ةمووول بةلمعةمووول المرفوووس مووو  المتغيووور 
T 

جوري بىيوة عمليوة  التبسويب  وم ج  rوالةةه بةلصويغة للىووة الفرديوة 
 ةسووتةرالا  المضووةعن المشووتر  اأصووغر للمىووةم لتوحيوود المىةمووة  
 ووووم جبسووووب المىوووودار أن  أم وووون وذلوووو  بةسووووتةرالا العةموووول المشووووتر  
اأعيووم بوووين  ووول مووون معوووةمي   البسوووب والمىوووةم   وووم قسووومة جميووو  

 المعةمي  على العةمل المشتر  اأعيم.
مجموو  اأعوداد الببيعيوة للىووة  مة و يم ون أجوراء الت ةمول لصويغة 

للحصوووول علوووى صووويغة مجموووو  اأعوووداد الببيعيوووة للىووووة  rالزوجيوووة 
حيووث يووتم أجووراء الت ةموول ل وول حوود موون حوودود الصوويغة  r+1الفرديووة 

 أدجةي. 4على حدة و حس  مة مبين في الصيغة رقم  2رقم 
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m0علموةإ بوةن 
   rالمىوةم للصويغة الةةصوة بوةلىوة الزوجيوة معةمول  

ABو من  م جضر  جةتص الت ةمل بةلمعةمول المرفوس مو  المتغيور 
T 

 وم ججوري بىيوة عمليوة  التبسويب   rوالةةه بةلصويغة للىووة الزوجيوة
 ةسووتةرالا  المضووةعن المشووتر  اأصووغر للمىووةم لتوحيوود المىةمووة  

ل المشووووتر   ووووم جبسووووب المىوووودار أن  أم وووون وذلوووو  بةسووووتةرالا العةموووو

اأعيووم بوووين  ووول مووون معوووةمي   البسوووب والمىوووةم   وووم قسووومة جميووو  
 المعةمي  على العةمل المشتر  اأعيم.

للتحىووس موون صووحة  الصوويغة أو الىووةجون الجووةتص موون عمليووة الت ةموول 
يم ن أةذ المشتىة لمة حيث تعتبر المرادن للت ةمل ولذل   بد هجة 

 2و رقوم  1لصيغتين رقوم من ا شةرة إلى برس ا شتىةس ل ل من ا
   rوللىوة الفردية  1حيث عجد اشتىةس الصيغة رقم 

و  r-1والةةصة بوةلىوة الزوجيوة  2سون جحصل على الصيغة رقم 
سوون جحصول   rوللىووة الزوجيوة  2 ذل  عجد اشتىةس الصيغة رقوم 

 . r-1والةةصة بةلىوة الفردية  1على الصيغة رقم 
حيوث يووتم اشووتىةس  وول حوود علووى حودة وموون  ووم ضوور  جووةتص المشووتىة 

 مة وضحجة في عمليوة  rبةلمعةمل المرفس م  الحد المشتس و للىوة 
الت ةموول سووةبىةإ فبةلجسووبة  شووتىةس صوويغة مجمووو  اأعووداد الببيعيووة 

 أدجةي. 5للىوا الفردية و بحس  الصيغة رقم 
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m0علموةإ بوةن 
  rمعةمول المىوةم للصويغة الةةصوة بوةلىوة الفرديوة   

Bو موون  ووم جضوور  جووةتص الت ةموول بةلمعةموول المرفووس موو  المتغيوور 
T 

 وم ججوري بىيوة عمليوة  التبسويب   rوالةةه بةلصويغة للىووة الفرديوة 
 ةسووتةرالا  المضووةعن المشووتر  اأصووغر للمىووةم لتوحيوود المىةمووة  

 وووون وذلوووو  بةسووووتةرالا العةموووول المشووووتر   ووووم جبسووووب المىوووودار أن  أم
اأعيووم بوووين  ووول مووون معوووةمي   البسوووب والمىوووةم   وووم قسووومة جميووو  
المعةمي  علوى العةمول المشوتر  اأعيوم .وبةلتوةلي سوون جحصول 

 .r-1على صيغة مجمو  اأعداد الببيعية للىوة الزوجية 
أموووة عجووود أةوووذ ا شوووتىةس لصووويغة مجموووو  اأعوووداد الببيعيوووة للىووووا 

 أدجةي.  6ول ل حد على حدة وبحس  الصيغة رقم الزوجية 
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m0علمةإ بةن 
  rمعةمل المىةم للصويغة الةةصوة بوةلىوة الزوجيوة   

ABو من  م جضر  جةتص الت ةمل بةلمعةمول المرفوس مو  المتغيور 
T 

التبسويب  وم ججوري بىيوة عمليوة    rوالةةه بةلصويغة للىووة الزوجيوة
 ةسووتةرالا  المضووةعن المشووتر  اأصووغر للمىووةم لتوحيوود المىةمووة  
 ووووم جبسووووب المىوووودار أن  أم وووون وذلوووو  بةسووووتةرالا العةموووول المشووووتر  
اأعيووم بوووين  ووول مووون معوووةمي   البسوووب والمىوووةم   وووم قسووومة جميووو  
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المعةمي  علوى العةمول المشوتر  اأعيوم .وبةلتوةلي سوون جحصول 
 . r-1ية للىوة الفردية على صيغة مجمو  اأعداد الببيع

. قوويم المعووةمي  لصوويغ مجمووو  اأعووداد الببيعيووة 1)الجوودول (فووي 
قوويم المعووةمي    2)الجوودول (وفوي   19الىووا الفرديووة ولحود الىوووة 

 .18لصيغ مجمو  اأعداد الببيعية للىوا الزوجية ولحد الىوة 

 

  The Applicationالجانب التطبيقي  – 4
فة  فووي أيجووةد الت ةموول لصوويغة مجمووو  سووون جسووتةدم المصووفو      

و  موووة ذ رجووة فوووي  1اأعووداد الببيعيووة للىووووا الفرديووة الصووويغة رقووم 
والتوي  rالفىرة السةبىة بنن ت ةمول الصويغة التوي تحمول الىووة الفرديوة 

تحتوي على 
2

1r  معةمل في البسوب وأعلوى قيموة للىووة المرفوعوة

Bأي  Bفوووووس المتغيوووور 
T  و أن  

2

1


r
T  لووووذل  جحتووووةلا إلووووى

والتي تت ون من صن واحد و   rمصفوفة المعةمي  للىوة الفردية 

2

1r  عمووووود وهووووي معووووةمي  البسووووب لصوووويغة مجمووووو  اأعووووداد

و وووذل  جحتوووةلا إلوووى  Mوجرموووز لموووة بوووو   rالببيعيوووة للىووووة الفرديوووة 

وتت وون مون  3ة رقوم مصفوفة الت ةمل والجةتجوة مون الصويغ
2

1r 

صوون و 
2

1r   عمووود مجمووو  الصوون اأول يعبيجووة ت ةموولB
T  

Bو مجموووو  الصووون ال وووةجي يعبيجوووة ت ةمووول 
T-1  وه وووذا وصوووو  إلوووى

Bأةر صن الذي يعبيجة ت ةمل 
وت ون مصوفوفة الت ةمول م ل يوب  2

الشوووو ل العووووةم لمصووووفوفة عليووووة أي الم لووووث السووووفلي قيمووووبح أصووووفةر و 
 الت ةمل هو. 

 

 M x Cوعجوود ضوور  المصووفوفتين  Cوجرمووز لمصووفوفة الت ةموول بووو 
هووذا بعووود  r+1سجحصوول علووى مصوووفوفة المعووةمي  للىوووة الزوجيوووة 

ضر   ل قيمة من قيم المصفوفة الجةتجة بو 
m

r

0

1  علمةإ بةنm0 

و   rبيعية للىوة الفرديةهو معةمل المىةم لصيغة مجمو  اأعداد الب
سووون ت ووون حجووم المصووفوفة الجةتجووة والتووي تتوونلن موون معووةمي  

موون  r+1الببيعيووة للىوووة الزوجيووة الأعييداد  البسووب لصوويغة مجمووو 

صن واحد و 
2

1r  عمود قيم تل  المصفوفة سون ت وون أعوداد

ايوور صووحيحة أي تحتوووي علووى  سووور عشوورية وموون المفووروث أن 
ن قوووويم المعووووةمي  أعووووداد  صووووحيحة ولووووذل  سووووون جسووووتةرلا ت ووووو 

المضةعن المشتر  اأصوغر لتلو  المعوةمي  والوذي سوون يجعول 
المشوتر   نبىية المعةمي  أعداد صوحيحة حيوث سوي ون المضوةع

m0اأصووووووغر هووووووو معةموووووول المىووووووةم  
.لصوووووويغة مجمووووووو  اأعووووووداد 

 .r+1الببيعية للىوة الزوجية 

ال سور  جيحي أن
m

r

0

1  فوي الفىورة  3قود دةول فوي صويغ الت ةمول

في هذي  الفىرة وذلو   Cالسةبىة بيجمة لم يدةل في مصفوفة الت ةمل 
لتوضوووويل م وجووووة  مصووووفوفة الت ةموووول حيووووث قوووود تووووم تنجيوووول عمليووووة 

الضووووووور  بةل سووووووور 
m

r

0

1  إلوووووووى موووووووة بعووووووود ضووووووور  المصوووووووفوفتين

M x Cين المتغيووووووورين .وأةيووووووورا جضوووووووAB
T  حيوووووووث ت وووووووون قيموووووووة

2

1


r
T  مووووو  المعةمووووولm1

و قيموووووة      
2

1


r
T   مووووو
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m2المعةمل 
وقيمة  

2

3


r
T  م  المعةملm3

وصوو إ إلوى 

T=1  م  المعةملmr
2

1  . 

  rعجد أجراء الت ةمل لصيغة مجمو  اأعداد الببيعة للىووة الزوجيوة 
 r+1للحصوول علوى صويغة مجموو  اأعوداد الببيعيوة للىووة الفرديوة 

في مصفوفة تت ون   rوذل  بجعل معةمي  الصيغة للىوة الزوجية 

من صون واحود و 
2

r  ةمول فموي مصوفوفة عموود أموة مصوفوفة الت

قبرية مربعة وبحجم 
2

r  4عجةصر الىبر جةتجة من الصيغة . 

 

 M x Cوعجوود ضوور  المصووفوفتين  Cوجرمووز لمصووفوفة الت ةموول بووو 
. هووذا بعوود r+1سجحصوول علووى مصووفوفة المعووةمي  للىوووة الفرديووة  

ضر   ل قيمة من قيم المصفوفة الجةتجة بو 
m

r

0

1  علمةإ بةنm0 

  rهو معةمل المىةم لصيغة مجمو  اأعداد الببيعية للىوة الزوجيوة 
 و سون ت ون حجم

المصفوفة الجةتجة والتي تتنلن من معةمي  البسب لصيغة مجمو  

من صون واحود و  r+1اأعداد الببيعية للىوة الفردية 
2

r  .عموود

أعووداد ايوور صووحيحة أي تحتوووي قوويم تلوو  المصووفوفة سووون ت ووون 
على  سور عشرية ومن المفروث أن ت وون قويم المعوةمي  أعوداد  
صحيحة ولذل  سون جستةرلا المضوةعن المشوتر  اأصوغر لتلو  
المعوووةمي  والوووذي سوووون يجعووول بىيوووة المعوووةمي  أعوووداد صوووحيحة 

المشووووتر  اأصووووغر هووووو معةموووول المىووووةم   نحيووووث سووووي ون المضووووةع
m0

. جيحوي r+1.لصيغة مجمو  اأعداد الببيعية للىووة الفرديوة 

أن ال سر 
m

r

0

1  فوي الفىورة السوةبىة  4قد دةول فوي صويغ الت ةمول

فووووي هووووذي  الفىوووورة وذلوووو   Cبيجمووووة لووووم يوووودةل فووووي مصووووفوفة الت ةموووول 
لتوضوووويل م وجووووة  مصووووفوفة الت ةموووول حيووووث قوووود تووووم تنجيوووول عمليووووة 

الضووووووور  بةل سووووووور 
m

r

0

1  إلوووووووى موووووووة بعووووووود ضووووووور  المصوووووووفوفتين

M x Cوأةيوووووورا جضووووووين المتغيوووووور. B
T  حيووووووث ت ووووووون قيمووووووة

2

2


r
T  موووو  المعةموووولm1

وقيمووووة  
2

r
T   موووو  المعةموووول

m2
وقيموووة  

2

2


r
T  مووو  المعةمووولm3

 T=2وصوووو إ إلوووى 

mrم  المعةمل 
2

. 

أمووووة المشووووتىة  لصوووويغة مجمووووو  اأعووووداد الببيعيووووة للىوووووا الفرديووووة 
فمووووي   تةتلوووون عوووون الت ةموووول فووووي  5والمبيجووووة فووووي الصوووويغة رقووووم 

مصووفوفة قبريووة  Cحيووث ت ووون مصووفوفة المشووتىة  4الصوويغة رقووم 

مربعة بحجم 
2

1r .و عجةصرهة 

 

AB  .وأةيورا جضوين المتغيورينM x C وم جضور  المصوفوفتين 
T 

حيووووووووث ت ووووووووون قيمووووووووة 
2

1


r
T  موووووووو  المعةموووووووولm1

وقيمووووووووة  

2

3


r
T  مووووووووو  المعةمووووووووولm2

وقيموووووووووة  
2

5


r
T   مووووووووو

m3المعةموول 
mrموو  المعةموول  T=1وصووو إ إلووى 

2
1 وموون  ووم .

mrجىسم قيم المصفوفة الجةتجة على 
0

عدد فردي و  rعلمةإ بةن  

m0
قبوووول  rهوووو معةموووول مجموووو  اأعووووداد الببيعيووووة للىووووة الفرديووووة 

عن المشوووووتر  اأصووووووغر لىوووووويم  ا شوووووتىةس وبعوووووود اسوووووتةرالا المضووووووة
المصووووفوفة الجةتجوووووة سوووووون تتضووووول صوووووورة المعوووووةمي  فوووووي بسوووووب 

m0الصووووويغة و وووووذل  معةمووووول المىوووووةم 
بعووووود  r-1للىووووووة الزوجيوووووة  

 ا شتىةس.
يوجووود بعوووث التعىيووود فوووي مشوووتىة صووويغة مجموووو  اأعوووداد الببيعيوووة 

عووة بحجووم حيووث ت ووون فيمووة مصووفوفة المشووتىة مرب rللىوووة الزوجيووة 

2

r  ول جمووة ليسوو  قبريووة  مووة فووي مشووتىة الىوووا الفرديووة و الجىبووة

اأسةسية في هذيغ المشتىة هوو عجود ا شوتىةس للحود اأةيور أي فىوب 
 إلى الش ل التةلي : 6سون تتبدل الصيغة رقم   T=1عجدمة 
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mr

BT
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وتصوووبل مصوووفوفة  6ة سوووون يبتووور الحووود ال وووةجي مووون بسوووب الصووويغ
 على هذا الش ل. Cالمشتىة  

 

 

 

.وعجوووودهة ت ووووون أةوووور قيمووووة فووووي M x C ووووم جضوووور  المصووووفوفتين 
المصووفوفة الجةتجووة موون عمليووة الضوور  صووفر وبووذل  سووون يصووبل 

حجوووم مصوووفوفة المعوووةمي  الجةتجوووة صووون واحووود و
2

2r  عموووود

B  وأةيووووووورا جضوووووووين المتغيووووووور 
T حيوووووووث ت وووووووون قيموووووووة 

 
2

r
T   مووووووووو  المعةمووووووووولm1

و قيموووووووووة    
2

2


r
T   مووووووووو

m2المعةمل 
وقيمة  

2

4


r
T  م  المعةملm3

وصوو إ إلوى 

T=2  م  المعةملmr
2

2 وفة الجةتجوة علوى  وم جىسوم قويم المصوف

mr
0

m0عووووودد زوجوووووي و  rعلمووووةإ بوووووةن  
هوووووو معةمووووول مجموووووو  

قبووول ا شوووتىةس وبعووود اسوووتةرالا  rاأعوووداد الببيعيوووة للىووووة الزوجيوووة 
المضةعن المشتر  اأصغر لىيم  المصفوفة الجةتجة سون تتضل 

m0المىووةم فووي بسووب الصوويغة و ووذل  معةموول  صووورة المعووةمي 
 

 بعد ا شتىةس. r-1للىوة الفردية 

فووووي العمليووووة  الحسووووةبية وذلوووو    Excelلىوووود تووووم اسووووتةدام برجووووةمص 
 م ةجيوووووة  هوووووذا البرجوووووةمص فوووووي التعةمووووول مووووو  اأعوووووداد الصوووووحيحة 

Long Integer  و اأعوووداد ذا  ال سوووور العشووورية بة ضوووةفة إلوووى
 ايرهة.و  MMULTو  LCMبعث الدوال  دالة 

 

 

 

     The   deduction  الاستنتاجات  – 5

ا ستجتةجة  الر يسية التي يم ن ميحيتمة بوضوح هوو سولو       
 rاأرقةم من حيث  وجمة أرقةم فردية أم زوجية  و مة يبدو أن الىوة 

حيث يحج  عجد الىوا الفرديوة ويحول محلوبح  Aتؤ ر على المتغير 
ا الزوجيوووة وعليوووبغ سوووي ون هجةلووو  بيجموووة ييمووور فوووي الىوووو  Bالمتغيوور 

ش لين لصيغ مجموو  اأعوداد الببيعيوة للىووا اأول ةوةه بوةلىوا 
وال ووووةجي ةووووةه بووووةلىوا  1)الجوووودول رقووووم (الفرديووووة  مووووة مبووووين فووووي 
 ووذل  اسووتةدام المتغيوور  2)الجوودول رقووم (الزوجيووة و  مووة مبووين فووي 

A=2n+1 والمتغيورB=n(n+1)   و يهموة بد لوة المتغيورn   أد
أيجووةد ت ةموول لصوويغ مجمووو  اأعووداد الببيعيووة للىوووا لووم ت وون إلووى 

 بصورة مبةشرة .   nمم جة م  استةدام المتغير 
لىوووود توصوووول البةحووووث إلووووى صوووويغ أةوووورا  صوووويغ مجمووووو  اأعووووداد 
الببيعية الزوجية للىوا الزوجية و  ذل  إلى صيغ مجمو  اأعوداد 

عووويث عوون الببيعيووة الفرديووة للىوووا الزوجيووة وفووي  لتةهمووة سوويتم الت
بووووون بر عووووودد زوجوووووي لصووووويغ مجموووووو  اأعوووووداد الببيعيوووووة  nالىيموووووة 

الزوجيوة وا بور عودد فوردي لصويغ مجموو  اأعوداد الببيعيوة الفرديووة 
و يوجد عيقة قوية بين معةمي  ومتغيرا  هةتين الصيغتين وبوين 
معةمي  و متغيرا  صيغ مجمو  اأعداد الببيعية للىوا الزوجيوة 

ي وووون عووودد المعوووةمي  متسوووةوي أموووة قووويم سوووون  rفعجووود  ووول قووووة  
المعووةمي  فيووتم ضوور  معووةمي  صوويغ مجمووو  اأعووداد الببيعيووة 

أي ضور  المعةمول   4للىوا الزوجيوة بةلمتواليوة المجدسوية للأسوةس 
m1
4بوووو  

m2و المعةمووول  0
4بوووو  

m3و المعةمووول  1
4بوووو  

2  ...
الووووح للحصووووول علووووى معووووةمي  صوووويغ مجمووووو  اأعووووداد الببيعيووووة 
 الزوجيوة و الفرديوة للىووا الزوجيوة  وذل  يجو  اسوتبدال المتغيورين 

A & B  وجعلممةA=n+1 & B=n(n+2)  بودلA=2n+1 & 

B=n(n+1) .على التوالي 
 ذل  توصل البةحث إلى صويغ لمجموو  اأعوداد الببيعيوة الزوجيوة  

إلى صيغ لمجمو  اأعداد الببيعية الفرديوة للىووا للىوا الفردية  و 
بووون بر عووودد  nالفرديوووة وفوووي  لتةهموووة سووويتم التعوووويث عووون الىيموووة 

زوجووي لصوويغ مجمووو  اأعووداد الببيعيووة الزوجيووة وا بوور عوودد فووردي 
لصوويغ مجمووو  اأعووداد الببيعيووة الفرديووة و يوجوود عيقووة قويووة بووين 

  و متغيور صويغ معةمي  ومتغيور هوةتين الصويغتين وبوين معوةمي
سوووون  rمجموووو  اأعوووداد الببيعيوووة للىووووا الفرديوووة  فعجووود  ووول قووووة  

ي وووون عووودد المعوووةمي  متسوووةوي أموووة قووويم المعوووةمي  فيوووتم ضووور  
بةلمتواليووة  معووةمي  صوويغ مجمووو  اأعووداد الببيعيووة للىوووا الفرديووة

m1أي ضور  المعةمول  2وقسمتمة علوى  4المجدسية للأسةس 
و بو 
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2

4
0

m2و المعةمووول 
بوووو  

2

4
1

m3و المعةمووول 
بوووو  

2

4
2

... الوووح 

للحصول على معةمي  صيغ مجمو  اأعداد الببيعية الزوجيوة و 
وجعلوووبح  B  الفرديووة للىوووا الفرديووة   وووذل  يجوو  اسووتبدال المتغيوور

B=n(n+2)  بدلB=n(n+1)   ويج  إضةفة ال ةبوh  إلوى بسوب
صوووويغ مجمووووو  اأعووووداد الببيعيووووة الفرديووووة للىوووووا الفرديووووة و إشووووةرة 

mrال ةب  ع س إشوةرة المعةمول 
2

1   ويم ون حسوة  قيموة ال ةبو

h  موووون المىوووةم عجوووودمة  1وذلووو  ببووورح بسووووب الصووويغة رقووومn=1  و
 وحس  الصيغة التةلية:   B=3بةلتةلي ستصبل 

 






  



BmBmBmBmmh r

rrr 2

2
1

2
3

3
2

1

2
2

1

10
... 

وصيغة الت ةمل ل ل حد من حدود صيغة مجمو  اأعداد الببيعية 
 الزوجية للىوا الفردية هي.

 
 

    

 
 

 

mC

C
B T

T

T

x

xTxT

xT

xx

T

T

rAB

dn

0

12

1

1

11211

12

141




















 

أموووة صووويغة الت ةمووول ل ووول حووود مووون حووودود صووويغة مجموووو  اأعوووداد 
 الببيعية الزوجية للىوا الزوجية هي.

  
 m

B
AB

T

r
dn

T

T

0

1

12

1








 

 مووووة ويم وووون أيجووووةد المشووووتىة ل وووول حوووود موووون حوووودود صوووويغة مجمووووو  
 اأعداد الببيعية الزوجية للىوا الفردية وحس  الصيغة أدجةي.

mr

TAB

dn

dB TT

0

12 

 

و مشوتىة مجمووو  اأعووداد الببيعيووة الزوجيوة للىوووا الزوجيووة بحسوو  
 الصيغة التةلية: 

 

 

 

mr

TBBT

dn

dAB TTT

0

1212 
 

ة توووم عملوووبح فوووي الجةجووو  التببيىوووي جسوووتبي  ت ووووين وعلوووى اووورار مووو
للت ةمل أو للمشوتىة وأجوراء جفوس العمليوة  الحسوةبية.  Cالمصفوفة 

و  4و  3وجيحووي التشووةبب بووين الصوويغ اأربعووة أعوويي والصوويغ رقووم 
علووى التوووالي والفوورس بيووجمم هووو ضوور  أو قسوومة  وول صوويغة  6و 5

 على  ةب  معين ذا  قيمة زوجية.

 صيغة مجموع الأعداد الطبيعية للقوى الفردية 1:الجدول رقم 

 
Calculate sums of power 3 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 3    B =n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  8 

m1 2  B^2  

   

Calculate sums of power 5 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 5    B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  12 

m1 2  B^3  

m2 -1  B^2  

   

Calculate sums of power 7 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 7    B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  48 

m1 6  B^4  

m2 -8  B^3  

m3 4  B^2  

   

Calculate sums of power 9 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 9    B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  20 

m1 2  B^5  

m2 -5  B^4  

m3 6  B^3  

m4 -3  B^2  

   

Calculate sums of power 11 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 11    B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  24 

m1 2  B^6  

m2 -8  B^5  

m3 17  B^4  

m4 -20  B^3  

m5 10  B^2  

Calculate sums of power 13 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 13    B =n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  420 

m1 30  B^7  

m2 -175  B^6  

m3 574  B^5  

m4 -1180  B^4  

m5 1382  B^3  

m6 -691  B^2  

Calculate sums of power 15 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 15    B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  96 
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m1 6  B^8  

m2 -48  B^7  

m3 224  B^6  

m4 -704  B^5  

m5 1436  B^4  

m6 -1680  B^3  

m7 840  B^2  

Calculate sums of power 17 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 17    B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  180 

m1 10  B^9  

m2 -105  B^8  

m3 660  B^7  

m4 -2930  B^6  

m5 9114  B^5  

m6 -18555  B^4  

m7 21702  B^3  

m8 -10851  B^2  

   

Calculate sums of power 19 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 19    B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  840 

m1 42  B^10  

m2 -560  B^9  

m3 4557  B^8  

m4 -27096  B^7  

m5 118818  B^6  

m6 -368648  B^5  

m7 750167  B^4  

m8 -877340  B^3  

m9 438670  B^2  

 

 صيغة مجموع الأعداد الطبيعية للقوى الزوجية 2:الجدول رقم 
Calculate sums of power 2 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 2  A = 2*n+1 ,  B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  6 

m1 1 A*B^1  

   

Calculate sums of power 4 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 4  A = 2*n+1 ,  B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  30 

m1 3 A*B^2  

m2 -1 A*B^1  

   

Calculate sums of power 6 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 6  A = 2*n+1 ,  B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  42 

m1 3 A*B^3  

m2 -3 A*B^2  

m3 1 A*B^1  

   

Calculate sums of power 8 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 8  A = 2*n+1 ,  B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  90 

m1 5 A*B^4  

m2 -10 A*B^3  

m3 9 A*B^2  

m4 -3 A*B^1  

   

Calculate sums of power 10 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 10  A = 2*n+1 ,  B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  66 

m1 3 A*B^5  

m2 -10 A*B^4  

m3 17 A*B^3  

m4 -15 A*B^2  

m5 5 A*B^1  

   

Calculate sums of power 12 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 12  A = 2*n+1 ,  B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  2730 

m1 105 A*B^6  

m2 -525 A*B^5  

m3 1435 A*B^4  

m4 -2360 A*B^3  

m5 2073 A*B^2  

m6 -691 A*B^1  

   

Calculate sums of power 14 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 14  A = 2*n+1 ,  B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  90 

m1 3   A*B^7  

m2 -21 A*B^6  

m3 84 A*B^5  

m4 -220 A*B^4  

m5 359 A*B^3  

m6 -315 A*B^2  

m7 105 A*B^1  

Calculate sums of power 16 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 16  A = 2*n+1 ,  B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  510 

m1 15  A* B^8  

m2 -140   A*B^7  

m3 770 A*B^6  

m4 -2930 A*B^5  

m5 7595 A*B^4  

m6 -12370 A*B^3  

m7 10851 A*B^2  

m8 -3617 A*B^1  

   

Calculate sums of power 18 of   natural numbers 

Coefficient of sums of power 18  A = 2*n+1 ,  B = n*(n+1) 

Coefficient numerator denominator 

m0  3990 

m1 105   A* B^9  

m2 -1260  A* B^8  

m3 9114   A*B^7  

m4 -47418 A*B^6  

m5 178227 A*B^5  

m6 -460810 A*B^4  

m7 750167 A*B^3  

m8 -658005 A*B^2  

m9 219335 A*B^1  
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